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quaternions

i - definition  matricielle

1°) - Structure d'espace vectoriel

H est le sous-espace vectoriel de M(4) engendré par les matrices :
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H est un sous-espace vectoriel réel de M(4). Il est de dimension 4. Tout élément de H  peut s'écrire de façon unique 
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2°) - Structure d'algèbre

La table de multiplication des éléments e , i , j , k  donne :


e
i
j
k

e
e
i
j
k

i
i
-e
k
-j

j
j
-k
-e
i

k
k
j
-i
-e

Ces produits sont internes dans H  mais non commutatifs. Le produit de deux éléments quelconques de H  est un élément de H  mais ce produit n'est pas commutatif. H est une sous-algèbre de M(4) appelée algèbre des quaternions et 
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 est un quaternion.
3°) - Quelques définitions et propriétés

Conjugué : A tout quaternion 
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  on associe son conjugué 
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Propriétés : 
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et
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Partie réelle : 
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 est la partie réelle de Q. (Il existe un isomorphisme évident entre l'ensemble des quaternions 
[image: image12.wmf]e

q

Q

0

=

 et R le corps des réels).

Partie pure :   
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 est la partie pure  de Q. On note  l'ensemble des quaternions purs, c'est à dire l'ensemble des quaternions à partie réelle nulle. 

Propriété : 
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4°) - Une nouvelle écriture des quaternions

Structure de  : C'est un sous-espace vectoriel de H de dimension 3 dont une base est 
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 . Par conséquent H peut s'écrire comme somme directe :

H = [image: image18.wmf]3
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d'où une nouvelle écriture pour un quaternion Q sous la forme d'un couple :
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On a alors : 
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Produit scalaire : On démontre que l'application 
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est un produit scalaire dans H . Dans P , on retrouve le produit scalaire au sens de 
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Norme : Il est alors naturel de définir dans H une norme par :
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Cette norme vérifie, pour tous Q , Q' 
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 H : 
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5°) - Structure de corps

Quaternion inversible : Tout quaternion Q non nul admet un inverse : 
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  qui vérifie la relation : 
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 . H est donc un corps non commutatif . 

Historiquement c'est le premier corps non commutatif connu. Il a été construit par Hamilton en 1843 qui cherchait à généraliser le corps des complexes  comme celui-ci généralise  . Hamilton a d'abord cherché à généraliser  par une algèbre de dimension 3 sur  mais il n'y est pas parvenu et pour cause : c'est impossible ! (voir Dieudonné : Algèbre linéaire et géométrie élémentaire, annexe IV). Il a eu alors l'idée d'utiliser une algèbre de dimension 4. On peut donc compléter la chaîne d'inclusions classiques :
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Un complément : Le théorème de Fröbenius précise que :


Les algèbres de dimension finie sur  qui sont des corps, commutatifs ou non, sont 
isomorphes à R, à C, ou à H .

Une différence importante : Résoudre dans H l'équation : 
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En posant  
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 on aboutit à :  
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  Cette équation de degré 2 admet donc une infinité de racines (dans un corps commutatif elle admet au maximum 2 racines) 

ii - applications  geometriques  des  quaternions

1°) - Quaternions de norme 1

Soit  l'ensemble : {
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  tels que 
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Structure :  est un sous-groupe du groupe multiplicatif H \ {0}
Propriété : Tout élément Q de S \ 
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où  
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2°) - Relation avec les rotations de 
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En posant 
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Le vecteur  
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  est l'image du vecteur 
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 d'angle   autour de l'axe dirigé par le vecteur 
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Correspondances : 

A l'application 
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 on fait donc correspondre canoniquement la rotation 
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. On démontre que l'application  
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 est un homomorphisme de groupe. Ce n'est pas une bijection car
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